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Çàêëþ÷èòåëüíûé òóð
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11 êëàññ

▷ 1. Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ òàêîâà, ÷òî f(1) = 20, 22, f(2) = 2, 022. Èìååòñÿ
ñ÷¼òíîå óñòðîéñòâî, íà êîòîðîì ìîæíî ñêëàäûâàòü èëè âû÷èòàòü äåéñòâèòåëü-
íûå ÷èñëà. Çà êàæäîå äåéñòâèå íåîáõîäèìî çàïëàòèòü 1 ðóáëü. Õâàòèò ëè Âàì
à) 100 ðóáëåé, á) 25 ðóáëåé, ÷òîáû âû÷èñëèòü f(2022), åñëè óñòðîéñòâî ìîæåò
îïåðèðîâàòü ëèøü ââåä¼ííûìè ïðåäâàðèòåëüíî çíà÷åíèÿìè f(1) è f(2) è òåìè
çíà÷åíèÿìè, êîòîðûå ïîëó÷åíû â ïðîöåññå ïðåäûäóùèõ âû÷èñëåíèé?

Ðåøåíèå: Ïîêàæåì, ÷òî íàì ïîòðåáóåòñÿ äàæå ìåíüøå 25 ðóáëåé, ÷òîáû íàé-
òè f(2022). Ïî óñëîâèþ, f(x) � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. å¼ ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå f(x) = kx+ b, ïðè ýòîì f(1) = k + b, f(2) = 2k + b, òîãäà

b = 2f(1)− f(2) = f(1) + f(1)− f(2)

(íà íàõîæäåíèå êîýôôèöèåíòà b ïîòðåáóåòñÿ ïîòðàòèòü 2 ðóáëÿ). Ââåä¼ì ôóíê-
öèþ g(x) = kx = f(x)− b. Äëÿ íå¼ âåðíî ñîîòíîøåíèå

g(2x) = 2g(x) = g(x) + g(x).

Ïîìíÿ, ÷òî ïîä óìíîæåíèåì íà 2 â íàøåé çàïèñè ïîäðàçóìåâàåòñÿ îäíà îïåðà-
öèÿ ñëîæåíèÿ, ìîæåì ïîëó÷èòü:
g(2) = f(2)− b,
g(4) = 2g(2),
g(8) = 2g(4),
g(16) = 2g(8),
...
g(2048) = 2g(1024).
Âñåãî 11 îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ, ò.å. ïîòðà÷åíî 11 ðóáëåé.
Êðîìå òîãî, äëÿ ýòîé ôóíêöèè âåðíî

g(x± y) = g(x)± g(y),

ïîýòîìó
g(2032) = g(2048− 16) = g(2048)− g(16)
g(2024) = g(2032)− g(8)
g(2022) = g(2024)− g(2)
Òàêèì îáðàçîì, íà âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ g(2022) ó íàñ óøëî 14 îïåðàöèé, à çíà-
÷èò, ïðèøëîñü ïîòðàòèòü 14 ðóáëåé. ×òîáû íàéòè f(2022), îñòàëîñü ñîâåðøèòü
åù¼ îäíó îïåðàöèþ:

f(2022) = g(2022) + b.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñëîæèòü âñå çàòðàòû, íà âû÷èñëåíèå ïîòðåáóåòñÿ 17 ðóá-
ëåé.
Â ðåøåíèè ïðèâåä¼í ëèøü îäèí ïðèìåð ïîäõîäÿùåãî ÷èñëà îïåðàöèé; ðàçóìå-
åòñÿ, âîçìîæíû è äðóãèå.
Îòâåò: à) õâàòèò; á) õâàòèò.

▷ 2. Íàéäèòå ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðåøåíèÿ (äâå ÷åòâ¼ðêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
êàæäîå èç êîòîðûõ áîëüøå, ÷åì 2g+3

√
g, ãäå g � ãóãîë (g = 10100)) ñëåäóþùåãî

óðàâíåíèÿ:
x2 + y3 + z5 = t7.

Ðåøåíèå:

1 ñïîñîá. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîäîáðàòü êàêîå-òî ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ, ïîñëå ÷åãî óíîìîæèòü ðàâåíñòâî íà äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî ñ òåì,
÷òîáû íîâûå ðåøåíèÿ îêàçàëèñü áîëüøå çàäàííîãî â óñëîâèè çíà÷åíèÿ.
Ïóñòü t = 2, x = 10, òîãäà 100 + y3 + z5 = 128 ⇒ y3 + z5 = 28. Íàì ïîäîéäóò
çíà÷åíèÿ y = 3, z = 1, ò.ê. 33 + 15 = 28.
Òåïåðü äîìíîæèì îáå ÷àñòè èñõîäíîãî ðàâåíñòâà

102 + 33 + 15 = 27

íà k2·3·5·7 = k210. Òîãäà

102 · k2·105 + 33 · k3·70 + 15 · k5·42 = 22 · k7·30,

ò.å. ÷èñëà x = 10k105, y = 3k70, z = k42, t = 2k30 òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Íàì íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñå îíè áûëè áîëüøå, ÷åì 2g+3

√
g = 2 ·10100+3 ·1050,

íî ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî, ìîæíî äëÿ óäîáñòâà
óñèëèòü îöåíêó è âçÿòü, íàïðèìåð, ÷èñëî 10101. Äîñòàòî÷íî îöåíèòü ñàìîå ìà-
ëåíüêîå èç íàøèõ ÷èñåë, òàê ÷òî íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ:

2k30 > 10101.

Íàì ïîäîéäóò, íàïðèìåð, k = 104, k = 105.
Îòâåò: (10421; 3 · 10280; 10168; 2 · 10120); (10526; 3 · 10350; 10210; 2 · 10150).

2 ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî

3a + 3a + 3a = 3a+1.

Áóäåì ïîäáèðàòü òàêóþ ñòåïåíü òðîéêè, ÷òî
x2 = 3a

y3 = 3a

z5 = 3a

t7 = 3a+1

⇒


x = 3

a
2

y = 3
a
3

z = 3
a
5

t = 3
a+1
7



Ïîëó÷àåì, ÷òî a äîëæíî äåëèòüñÿ íà 2, 3 è 5, ò.å. a = 30k, è a + 1 äåëèòñÿ íà
7, ò.å. a+ 1 = 7n.

30k = 7n− 1 ⇒ n = 4k +
2k + 1

7

2k + 1 = 7m ⇒ k = 3m+
m− 1

2
⇒ m = 2p+ 1.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

k = 7p+ 3, a = 210p+ 90.

Òåïåðü îñòàëîñü íàéòè òàêèå a, ïðè êîòîðûõ 3
a+1
7 = 330p+13 > 10101. Íàì

ïîäîéäóò, íàïðèìåð a = 1560 (p = 7) è a = 1770 (p = 8).
Îòâåò: (3780; 3520; 3312; 3223); (3885; 3590; 3354; 3253).
Ïðèìå÷àíèå: Òåðìèí ¾ãóãîë¿ íå èìååò ñåðü¼çíîãî òåîðåòè÷åñêîãî è ïðàê-
òè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ. Àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê Ýäâàðä Êàçíåð, ïðåäëîæèâøèé
åãî, õîòåë ïðîèëëþñòðèðîâàòü ðàçíèöó ìåæäó íåâîîáðàçèìî áîëüøèì ÷èñëîì
è áåñêîíå÷íîñòüþ, è ñ ýòîé öåëüþ òåðìèí èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ ïðè îáó÷åíèè
ìàòåìàòèêå.
Ãóãîë áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî àòîìîâ â èçâåñòíîé íàì ÷àñòè Âñåëåííîé, êîòî-
ðûõ, ïî ðàçíûì îöåíêàì, íàñ÷èòûâàåòñÿ îò 1079 äî 1081.
Íàçâàíèå êîìïàíèè Google ÿâëÿåòñÿ èñêàæ¼ííûì íàïèñàíèåì ñëîâà ¾ãóãîë¿
(àíãë. googol).

▷ 3. Îïðåäåëèòü âñå òðîéêè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (x, y, z), êîòîðûå óäîâëå-
òâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé : 2x+ x2y = y, 2y + y2z = z, 2z + z2x = x.

Ðåøåíèå: Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó ê ñëåäóþùåìó âèäó:
y = 2x

1−x2

z = 2y
1−y2

x = 2z
1−z2

Ïóñòü x = tgα, òîãäà ïî ôîðìóëà òàíãåíñà äâîéíîãî óãëà y = 2tgα
1−tg2α = tg2α;

àíàëîãè÷íî z = tg4α è x = tg8α.
y = tg2α

z = tg4α

x = tg8α

Ïîëó÷àåì

tg8α = tgα ⇒ sin8α

cos8α
− sinα

cosα
=

sin8α · cosα− cos8α · sinα
cos8α · cosα

=
sin7α

cos8α · cosα
= 0

sin7α = 0 ⇒ α =
πn

7
, n ∈ Z.

Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè òàíãåíñà íàéäåòñÿ íå áîëåå 7 ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé èñ-
õîäíîé ñèñòåìû. Îïðåäåëèì èõ, ââåäÿ äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèÿ a = tg π

7 ,
b = tg 2π

7 , c = tg 3π
7 (çäåñü a, b, c > 0, ïîñêîëüêó âñå òðè óãëà ëåæàò â ïåðâîé

÷åòâåðòè).

n = 0 ⇒ x = tg0, y = tg0, z = tg0 ⇒ (0; 0; 0)

n = 1 ⇒ x = tg
π

7︸︷︷︸
a

, y = tg
2π

7︸ ︷︷ ︸
b

, z = tg
4π

7︸ ︷︷ ︸
−c

,⇒ (a; b;−c)

n = 2 ⇒ x = tg
2π

7︸ ︷︷ ︸
b

, y = tg
4π

7︸ ︷︷ ︸
−c

, z = tg
8π

7︸ ︷︷ ︸
a

,⇒ (b;−c; a)

n = 3 ⇒ x = tg
3π

7︸ ︷︷ ︸
c

, y = tg
6π

7︸ ︷︷ ︸
−a

, z = tg
12π

7︸ ︷︷ ︸
−b

,⇒ (c;−a;−b)

n = 4 ⇒ x = tg
4π

7︸ ︷︷ ︸
−c

, y = tg
8π

7︸ ︷︷ ︸
a

, z = tg
16π

7︸ ︷︷ ︸
b

,⇒ (−c; a; b)

n = 5 ⇒ x = tg
5π

7︸ ︷︷ ︸
−b

, y = tg
10π

7︸ ︷︷ ︸
c

, z = tg
20π

7︸ ︷︷ ︸
−a

,⇒ (−b; c;−a)

n = 6 ⇒ x = tg
6π

7︸ ︷︷ ︸
−a

, y = tg
12π

7︸ ︷︷ ︸
−b

, z = tg
24π

7︸ ︷︷ ︸
c

,⇒ (−a;−b; c)

n = 7 ⇒ x = tg
7π

7︸ ︷︷ ︸
0

, y = tg
14π

7︸ ︷︷ ︸
0

, z = tg
28π

7︸ ︷︷ ︸
0

,⇒ (0; 0; 0)

Îòâåò: (0; 0; 0), (tg π
7 ; tg

2π
7 ;−tg 3π

7 ), (tg 2π
7 ;−tg 3π

7 ; tg π
7 ), (tg

3π
7 ;−tg π

7 ;−tg 2π
7 ),

(−tg 3π
7 ; tg π

7 ; tg
2π
7 ), (−tg 2π

7 ; tg 3π
7 ;−tg π

7 ), (−tg π
7 ;−tg 2π

7 ; tg 3π
7 ).

▷ 4. Ðîáîò âñå ÷èñëà èç ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {111, 112, 113, ..., 997,
998, 999} ñëó÷àéíûì îáðàçîì çàïèñûâàåò â âèäå ìíîãîçíà÷íîãî ÷èñëà. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàïèñàííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 37?

Ðåøåíèå: Ïóñòü äàííûå òð¼õçíà÷íûå ÷èñëà (èõ âñåãî 899) çàíóìåðîâàíû â
òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè ñòîÿò â ïîëó÷åííîì ìíîãîçíà÷íîì ÷èñëå. Òîãäà
åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

a889 + a888 · 103 + a887 · 106 + · · ·+ a3 · 102658 + a2 · 102661 + a1 · 102664 =



= (a1+a2+. . .+a889)+a1(10
2664−1)+a2(10

2661−1)+· · ·+a887(10
6−1)+a888(10

3−1).

Íî

a1 + a2 + . . .+ a889 = 111 + 112 + . . .+ 999 =
111 + 999

2
· 889

äåëèòñÿ íà 37, òàê êàê 111 è 999 äåëÿòñÿ íà 37. Êðîìå òîãî, ïðè ëþáîì k ÷èñëî
103k − 1 äåëèòñÿ íà 103 − 1 = 999, ò.å. òàêæå äåëèòñÿ íà 37.
Îòâåò: Âåðîÿòíîñòü ðàâíà 1.

▷ 5. Íà ïëîñêîñòè äàíû 22 êàêèì-òî îáðàçîì ðàñïîëîæåííûå ðàçëè÷íûå
ïðÿìûå. Ïóñòü t � ÷èñëî âñåõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ, b � ÷èñëî ÷àñòåé,
íà êîòîðûå ïðÿìûå äåëÿòñÿ òî÷êàìè èõ ïåðåñå÷åíèÿ, à p � ÷èñëî ÷àñòåé, íà
êîòîðûå ïëîñêîñòü äåëèòñÿ äàííûìè ïðÿìûìè. Ïóñòü A = t − b + p. Êàêîå
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå A?

Ðåøåíèå: Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïðÿìûõ íà
ïëîñêîñòè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

t− b+ p = 1. (1)

Áàçà èíäóêöèè. Åñëè íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíà îäíà ïðÿìàÿ, òî t = 0,
b = 1, p = 2 è ðàâåíñòâî (1) èñòèííî.

Øàã èíäóêöèè. Äîïóñòèì, ðàâåíñòâî (1) âåðíî äëÿ n ïðîèçâîëüíî ðàñïîëî-
æåííûõ íà ïëîñêîñòè ïðÿìûõ.
Ïðîâåäåì íà ïëîñêîñòè n+1 ïðÿìóþ è âûäåëèì èç ýòèõ ïðÿìûõ ëþáûå n; îáî-
çíà÷èì âûäåëåííûå ïðÿìûå L1, L2, . . . , Ln. Ïóñòü (n + 1)-àÿ ïðÿìàÿ, êîòîðóþ
ìû îçíà÷èì ÷åðåç Ln+1, èìååò k îáùèõ òî÷åê ñ âûäåëåííîé ñîâîêóïíîñòüþ
L1, L2, . . . , Ln, è ïðè ýòîì m èç íèõ ñîâïàäàþò ñ óæå èìåþùèìèñÿ òî÷êàìè
ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ñîâîêóïíîñòè (0 ⩽ m ⩽ k).

Äëÿ L1, L2, ..., Ln èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (1). Ïîñëå äîáàâëåíèÿ ê ýòîé ñî-
âîêóïíîñòè ïðÿìîé Ln+1 ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ n + 1 ïðÿìûõ áóäåò
ðàâíî

t1 = t+ (k −m),

÷èñëî ÷àñòåé, íà êîòîðûå ïðÿìûå äåëÿòñÿ òî÷êàìè èõ ïåðåñå÷åíèÿ, áóäåò ðàâíî

b1 = b+ k + 1 + (k −m) = b+ 2k −m+ 1,

ò.ê. ïðÿìàÿ Ln+1 äåëèòñÿ íà k+1 ÷àñòü, è íà òåõ ïðÿìûõ, ãäå ïîÿâèëèñü íîâûå
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, ïîÿâëÿåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïî îäíîé íîâîé ÷àñòè.
×èñëî ÷àñòåé, íà êîòîðûå ïëîñêîñòü äåëèòñÿ âñåìè ïðÿìûìè, áóäåò ðàâíî

p1 = p+ k + 1,

ò.ê. êàæäàÿ èç k + 1 ÷àñòåé ïðÿìîé Ln+1 ðàçáèâàåò îäíó èç óæå èìåþùèõñÿ
ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ïåðâûõ n ïðÿìûõ ÷àñòåé ïëîñêîñòè íà äâå íîâûå ÷àñòè.

Èìååì:

t1 − b1 + p1 = t+ k −m− (b+ 2k −m+ 1) + p+ k + 1 = t− b+ p = 1,

ò.å. ðàâåíñòâî (1) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ n+ 1 ïðÿìîé, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Îòâåò: A = 1.
Ïðèìå÷àíèå: Ñõîäñòâî ïîëó÷åííîé ôîðìóëû ñ ôîðìóëîé Ýéëåðà äëÿ ãðàôîâ
(Â � Ð + Ã = 2, ãäå Â � êîëè÷åñòâî âåðøèí, Ð � êîëè÷åñòâî ð¼áåð, à Ã � êî-
ëè÷åñòâî ãðàíåé) íå ñëó÷àéíî: åñëè ïðåäñòàâèòü, ÷òî âñå ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè
ïåðåñåêàþòñÿ â áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êå è äîáàâèòü å¼ ê óæå èìåþùèìñÿ
òî÷êàì ïåðåñå÷åíèÿ, ïîëó÷èòñÿ èìåííî îíà.

▷ 6. Ïóñòü [x] � öåëàÿ ÷àñòü x. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå n, ïðè

êîòîðîì ÷èñëî íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
[

x
n+1

]
=

[
x
n

]
áóäåò áîëüøå

l = 200 · · · 0︸ ︷︷ ︸
49

3 00 · · · 0︸ ︷︷ ︸
50

.

Ðåøåíèå: Î÷åâèäíî, ÷òî x
n+1 < x

n ∀x > 0. ×òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî[
x

n+1

]
=

[
x
n

]
, íåîáõîäèìî, ÷òîáû îáå äðîáè ïðèíàäëåæàëè îäíîìó ïîëóèíòåð-

âàëó [k; k + 1) :

k ⩽
x

n+ 1
<

x

n
< k + 1.

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ çíà÷åíèé x:

kn+ k ⩽ x < kn+ n,

îòêóäà ñëåäóåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî k < n, è âî-âòîðûõ, ÷òî êîëè÷åñòâî íàòóðàëü-
íûõ ðåøåíèé ýòîãî íåðàâåíñòâà ðàâíî n − k. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ñëó÷àé
k = 0, ïðè êîòîðîì ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà òàêæå áóäåò ñòðîãîé è êîëè÷åñòâî
ðåøåíèé áóäåò ðàâíî n− 1, à íå n.
Íàéäåì îáùåå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:

N = 1 + 2 + 3 + ...+ (n− 2) + (n− 1) + n− 1 =
(1 + n)n

2
− 1 =

n2 + n− 2

2
.

Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî

n2 + n− 2

2
> 2 00 · · · 0︸ ︷︷ ︸

49

3 00 · · · 0︸ ︷︷ ︸
50

= 2 · 10100 + 3 · 1050.

n2 + n− 2 > 4 · 10100 + 6 · 1050

n2 + n− 4 · 10100 − 6 · 1050 − 2 > 0

D = 1 + 16 · 10100 + 24 · 1050 + 8 = (4 · 1050 + 3)2



Ðåøàÿ íåðàâåíñòâî ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî n ∈ N, ïîëó÷àåì

n >
−1 + 4 · 1050 + 3

2
= 2 · 1050 + 1 = 2 00 · · · 0︸ ︷︷ ︸

49

1

Îòâåò: n = 200 · · · 0︸ ︷︷ ︸
49

2.

▷ 7. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì íàòóðàëüíîì m ÷èñëî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå
[0;πm] ðåøåíèé y(x) óðàâíåíèÿ 2y2 + sin 2x = 2

√
2y cos(x − π

4 ) áóäåò áîëüøå
2022?

Ðåøåíèå: Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå:

2y2 − 2
√
2y(

√
2

2
cosx+

√
2

2
sinx) + 2 sinx cosx = 0

y2 − y(cosx+ sinx) + sinx cosx = 0,

îòêóäà ïî òåîðåìå Âèåòà ïîëó÷àåì y = sinx, y = cosx.
Çàìåòèì, ÷òî ýòî � íå åäèíñòâåííûå ðåøåíèÿ íàøåãî óðàâíåíèÿ. Íà ñàìîì

äåëå, ëþáàÿ êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ íà íåêîòîðîé ÷à-
ñòè âåùåñòâåííîé ïðÿìîé çíà÷åíèÿ sinx, à â îñòàëüíûõ òî÷êàõ � cosx, òàêæå
áóäåò åìó óäîâëåòâîðÿòü. Åñëè äîáàâèòü óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè, òî �ñìåíà�
çíà÷åíèé ìîæåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ äâóõ ôóíêöèé:

Äëÿ ïîäñ÷¼òà êîëè÷åñòâà íåïðåðûâíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ðàçîáü¼ì îòðåçîê
[0;πm] íà ÷àñòè òî÷êàìè x = π

4 +πk, k = 0, 1, ...,m−1. Ëþáàÿ ïîäõîäÿùàÿ íàì
ôóíêöèÿ íà êàæäîì èç ïîëó÷åííûõ m îòðåçêîâ ìîæåò áûòü ðàâíà sinx èëè
cosx, à çíà÷èò, âñåãî ñóùåñòâóåò 2m òàêèõ ôóíêöèé.
Ïî óñëîâèþ 2m > 2022, ò.å. íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå m = 11.
Îòâåò: 11.

▷ 8. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé äðîáè 2022a
l , ãäå a � äëèíà

îñíîâàíèÿ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, à l � äëèíà áèññåêòðèñû, ïðîâåä¼í-
íîé ê áîêîâîé ñòîðîíå. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò ïåðåñå÷åíèå M ∩N, ãäå N
� ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë?

Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñ îñíîâàíèåì a; îáîçíà-
÷èì óãîë ïðè îñíîâàíèè ÷åðåç 2α :

Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ
l

sin 2α
=

a

sin(π − 3α)
.

a

l
=

sin 3α

sin 2α
=

sin 2α · cosα+ cos 2α · sinα
sin 2α

= cosα+
2 cos2 α− 1

2 cosα
= 2 cosα− 1

2 cosα

Îöåíèì, â êàêèõ ïðåäåëàõ ëåæàò çíà÷åíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ:

0 < α <
π

4
⇒

√
2

2
< cosα < 1

√
2 < 2 cosα < 2, −

√
2

2
< − 1

2 cosα
< −1

2

√
2

2
< 2 cosα− 1

2 cosα
<

3

2
.

Äîìíîæèì âñå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà íà 2022:

1011
√
2 < 2022

a

l
< 3033,

ò.å. ìíîæåñòâî M ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåðâàë
(
1001

√
2; 3033

)
.

Â çàäà÷å òðåáóåòñÿ íàéòè êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ýòî-
ìó ìíîæåñòâó. Ïîñêîëüêó 1429 < 1011

√
2 < 1430, ïîëó÷àåì

M ∩ N = {1430, 1431, . . . , 3032},

è êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ ðàâíî 3032− 1430 + 1 = 1603.
Îòâåò: 1603.

▷ 9. Áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü ñ öåëîé ÷àñòüþ, ðàâíîé 0, ñòðîèòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïåðâûå äâå öèôðû � a è b, à êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ öèôðà



ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíåé öèôðîé ñóììû äâóõ ïðåäûäóùèõ. Ðîáîò ñëó÷àéíûì îá-
ðàçîì âûáèðàåò ïàðó öèôð (a, b). Êàêîâà âåðîÿòíîñòü âñòðå÷è â çàïèñè ýòîé
äðîáè êîìáèíàöèè à) 2021; á) 2022 ?

Ðåøåíèå: Ïðîàíàëèçèðóåì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ýòîé äðîáè. Äîïóñòèì, â êàêîé-
òî ìîìåíò äâå ïîñëåäîâàòåëüíûå öèôðû â íåé îêàçàëèñü ðàâíû 2 è 0. Òîãäà âñå
ïîñëåäóþùèå, ÿâëÿÿñü ïîñëåäíèìè öèôðàìè ñóììû ïðåäûäóùèõ, òàêæå îáÿçà-
òåëüíî áóäóò ÷¼òíûìè, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî 2021 íèêîãäà íå âñòðåòèòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü â ïóíêòå à) ðàâíà íóëþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè
2 è 0 äåéñòâèòåëüíî âñòðåòèëèñü ðÿäîì, òî ñëåäóþùèå öèôðû áóäóò ðàâíû 2,
2 è íèêàêèõ ïðîòèâîðå÷èé íå âîçíèêàåò.

Îïðåäåëèì, äëÿ êàêèõ èñõîäíûõ çíà÷åíèé a è b âîçìîæíî ïîÿâëåíèå ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ öèôð 2 è 0. Çàìåòèì, ÷òî ïî ëþáûì äâóì ïîñëåäîâàòåëüíûì öèô-
ðàì äðîáè ïðåäûäóùàÿ öèôðà âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî (íà ñàìîì äåëå,
åñëè ÷àñòü äðîáè èìååò âèä ...xcd..., òî ëèáî x+ c = d, ëèáî x+ c = 10+ d, ïðè-
÷åì îäíîâðåìåííî ýòè ðàâåíñòâà âûïîëíÿòüñÿ íå ìîãóò, ïîñêîëüêó 0 ⩽ x ⩽ 9.)
Èíàê, íà÷àâ ñ öèôð 2 è 0, áóäåì îïðåäåëÿòü ïðåäûäóùèå äî òåõ ïîð, ïîêà âåð-
í¼ìñÿ ê èñõîäíûì öèôðàì (à ýòî îáÿçàòåëüíî ïðîèçîéäåò â ñèëó êîíå÷íîñòè
íàáîðà öèôðîâûõ êîìáèíàöèé). Â èòîãå ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ïîâòîðÿþùèéñÿ
�êóñîê�:

...202246066280886404482022...

Åñëè a è b ðàâíû ëþáûì äâóì ïîñëåäîâàòåëüíûì öèôðàì ýòîãî ðÿäà, òî â
çàïèñè äðîáè âñòðåòèòñÿ ÷èñëî 2022; äëÿ äðóãèõ êîìáèíàöèé öèôð ïîÿâëåíèå
2022 íåâîçìîæíî.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ýòîãî ñîáûòèÿ òðåáóåòñÿ êîëè-
÷åñòâî �áëàãîïðèÿòíûõ� íàáîðîâ (20, 02, 22, 24, 46, 60, 06, 66, 62, 28, 80, 08,
88, 86, 64, 40, 04, 44, 48, 82) ðàçäåëèòü íà âñå âîçìîæíûå êîìáèíàöèè èç äâóõ
öèôð, ò.å.

P =
20

100
= 0, 2.

Îòâåò: à) 0; á) 0, 2.

▷ 10. Â ïðàâèëüíîé 2022-óãîëüíîé ïèðàìèäå äâóãðàííûé óãîë ïðè ðåáðå
îñíîâàíèÿ ðàâåí α, à óãîë íàêëîíà áîêîâîãî ðåáðà ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ðàâåí
γ. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçíîñòü: cos 2γ − cos 2α?

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì èñõîäíóþ ïèðàìèäó SA1A2 . . . A2022, è ðàññìîòðèì òðå-
óãîëüíóþ ïèðàìèäó SOA1A2, â êîòîðîé SO � âûñîòà èñõîäíîé ïèðàìèäû.
Åñëè B � ñåðåäèíà ñòîðîíû A1A2, òî ∠SBO = α, ∠SA1O = γ. Ïîñêîëüêó
ðå÷ü èä¼ò î ñîîòíîøåíèè óãëîâ, ìû ìîæåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü,
÷òî OA1 = 1. Îáîçíà÷èì äëÿ óäîáñòâà SO = h, ∠A1OB = π

2022 = φ, òîãäà
A1B = sinφ, OB = cosφ.

Âûðàæåíèå, çíà÷åíèå êîòîðîãî íåîáõîäèìî îöåíèòü, ïðåäñòàâèì â âèäå:

cos 2γ − cos 2α = 1− 2 sin2 γ − 1 + 2 sin2 α = 2(sin2 α− sin2 γ).

Èç òðåóãîëüíèêà SOB :

tgα =
SO

OB
=

h

cosφ
⇒ sin2 α =

tg2α

1 + tg2α
=

h2

h2 + cos2 φ
.

Àíàëîãè÷íî, èç òðåóãîëüíèêà SOA1 :

sin2 γ =
h2

h2 + 1

Òîãäà

sin2 α− sin2 γ =
h2

h2 + cos2 φ
− h2

h2 + 1
=

h2 sin2 φ

(h2 + cos2 φ)(h2 + 1)
.

Ââåä¼ì ôóíêöèþ f(t), t = h2, è èññëåäóåì å¼ íà ýêñòðåìóì:

f(t) =
t sin2 φ

(t+ cos2 φ)(t+ 1)
,

f ′(t) =
sin2 φ

(
t2 + (1 + cos2 φ)t+ cos2φ

)
− t sin2 φ

(
2t+ 1 + cos2 φ

)
(t+ cos2 φ)2(t+ 1)2

=

=
sin2 φ

(
cos2 φ− t2

)
(t+ cos2 φ)2(t+ 1)2

= 0.

Ïîñêîëüêó cosφ è sinφ � èçâåñòíûå íàì êîíñòàíòû, ýòî óðàâíåíèå íåòðóäíî
ðåøèòü îòíîñèòåëüíî t è îïðåäåëèòü, ÷òî â òî÷êå t = cosφ ôóíêöèÿ äîñòèãàåò
ìàêñèìóìà. Íàéä¼ì åãî:

f(cosφ) =
cosφ sin2 φ

(cosφ+ cos2 φ)(cosφ+ 1)
=

sin2 φ

(cosφ+ 1)2
=

4 sin2 φ
2 cos2 φ

2

(2 cos2 φ
2 − 1 + 1)2

= tg2
φ

2



Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîìó âûðàæåíèþ, ïîëó÷àåì:

max(sin2 α− sin2 γ) = tg2
π

4044

max(cos 2γ − cos 2α) = 2max(sin2 α− sin2 γ) = 2tg2
π

4044
.

Îòâåò: 2tg2 π
4044

Îëèìïèàäà

øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

¾ÒÈÈÌ-2022¿

Çàêëþ÷èòåëüíûé òóð

13 ìàðòà 2022 ãîäà

11 êëàññ

▷ 1. Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ òàêîâà, ÷òî f(1) = 20, 22, f(2) = 2, 022. Èìååòñÿ
ñ÷¼òíîå óñòðîéñòâî, íà êîòîðîì ìîæíî ñêëàäûâàòü èëè âû÷èòàòü äåéñòâèòåëü-
íûå ÷èñëà. Çà êàæäîå äåéñòâèå íåîáõîäèìî çàïëàòèòü 1 ðóáëü. Õâàòèò ëè Âàì
à) 100 ðóáëåé, á) 25 ðóáëåé, ÷òîáû âû÷èñëèòü f(2022), åñëè óñòðîéñòâî ìîæåò
îïåðèðîâàòü ëèøü ââåä¼ííûìè ïðåäâàðèòåëüíî çíà÷åíèÿìè f(1) è f(2) è òåìè
çíà÷åíèÿìè, êîòîðûå ïîëó÷åíû â ïðîöåññå ïðåäûäóùèõ âû÷èñëåíèé?

Ðåøåíèå: Ïîêàæåì, ÷òî íàì ïîòðåáóåòñÿ äàæå ìåíüøå 25 ðóáëåé, ÷òîáû íàé-
òè f(2022). Ïî óñëîâèþ, f(x) � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. å¼ ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå f(x) = kx+ b, ïðè ýòîì f(1) = k + b, f(2) = 2k + b, òîãäà

b = 2f(1)− f(2) = f(1) + f(1)− f(2)

(íà íàõîæäåíèå êîýôôèöèåíòà b ïîòðåáóåòñÿ ïîòðàòèòü 2 ðóáëÿ). Ââåä¼ì ôóíê-
öèþ g(x) = kx = f(x)− b. Äëÿ íå¼ âåðíî ñîîòíîøåíèå

g(2x) = 2g(x) = g(x) + g(x).

Ïîìíÿ, ÷òî ïîä óìíîæåíèåì íà 2 â íàøåé çàïèñè ïîäðàçóìåâàåòñÿ îäíà îïåðà-
öèÿ ñëîæåíèÿ, ìîæåì ïîëó÷èòü:
g(2) = f(2)− b,
g(4) = 2g(2),
g(8) = 2g(4),
g(16) = 2g(8),
...
g(2048) = 2g(1024).
Âñåãî 11 îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ, ò.å. ïîòðà÷åíî 11 ðóáëåé.
Êðîìå òîãî, äëÿ ýòîé ôóíêöèè âåðíî

g(x± y) = g(x)± g(y),

ïîýòîìó
g(2032) = g(2048− 16) = g(2048)− g(16)
g(2024) = g(2032)− g(8)
g(2022) = g(2024)− g(2)
Òàêèì îáðàçîì, íà âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ g(2022) ó íàñ óøëî 14 îïåðàöèé, à çíà-
÷èò, ïðèøëîñü ïîòðàòèòü 14 ðóáëåé. ×òîáû íàéòè f(2022), îñòàëîñü ñîâåðøèòü
åù¼ îäíó îïåðàöèþ:

f(2022) = g(2022) + b.



Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñëîæèòü âñå çàòðàòû, íà âû÷èñëåíèå ïîòðåáóåòñÿ 17 ðóá-
ëåé.
Â ðåøåíèè ïðèâåä¼í ëèøü îäèí ïðèìåð ïîäõîäÿùåãî ÷èñëà îïåðàöèé; ðàçóìå-
åòñÿ, âîçìîæíû è äðóãèå.
Îòâåò: à) õâàòèò; á) õâàòèò.

▷ 2. Íàéäèòå ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðåøåíèÿ (äâå ÷åòâ¼ðêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
êàæäîå èç êîòîðûõ áîëüøå, ÷åì 2g+3

√
g, ãäå g � ãóãîë (g = 10100)) ñëåäóþùåãî

óðàâíåíèÿ:
x2 + y3 + z5 = t7.

Ðåøåíèå:

1 ñïîñîá. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîäîáðàòü êàêîå-òî ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ, ïîñëå ÷åãî óíîìîæèòü ðàâåíñòâî íà äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî ñ òåì,
÷òîáû íîâûå ðåøåíèÿ îêàçàëèñü áîëüøå çàäàííîãî â óñëîâèè çíà÷åíèÿ.
Ïóñòü t = 2, x = 10, òîãäà 100 + y3 + z5 = 128 ⇒ y3 + z5 = 28. Íàì ïîäîéäóò
çíà÷åíèÿ y = 3, z = 1, ò.ê. 33 + 15 = 28.
Òåïåðü äîìíîæèì îáå ÷àñòè èñõîäíîãî ðàâåíñòâà

102 + 33 + 15 = 27

íà k2·3·5·7 = k210. Òîãäà

102 · k2·105 + 33 · k3·70 + 15 · k5·42 = 22 · k7·30,

ò.å. ÷èñëà x = 10k105, y = 3k70, z = k42, t = 2k30 òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Íàì íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñå îíè áûëè áîëüøå, ÷åì 2g+3

√
g = 2 ·10100+3 ·1050,

íî ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî, ìîæíî äëÿ óäîáñòâà
óñèëèòü îöåíêó è âçÿòü, íàïðèìåð, ÷èñëî 10101. Äîñòàòî÷íî îöåíèòü ñàìîå ìà-
ëåíüêîå èç íàøèõ ÷èñåë, òàê ÷òî íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ:

2k30 > 10101.

Íàì ïîäîéäóò, íàïðèìåð, k = 104, k = 105.
Îòâåò: (10421; 3 · 10280; 10168; 2 · 10120); (10526; 3 · 10350; 10210; 2 · 10150).

2 ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî

3a + 3a + 3a = 3a+1.

Áóäåì ïîäáèðàòü òàêóþ ñòåïåíü òðîéêè, ÷òî
x2 = 3a

y3 = 3a

z5 = 3a

t7 = 3a+1

⇒


x = 3

a
2

y = 3
a
3

z = 3
a
5

t = 3
a+1
7

Ïîëó÷àåì, ÷òî a äîëæíî äåëèòüñÿ íà 2, 3 è 5, ò.å. a = 30k, è a + 1 äåëèòñÿ íà
7, ò.å. a+ 1 = 7n.

30k = 7n− 1 ⇒ n = 4k +
2k + 1

7

2k + 1 = 7m ⇒ k = 3m+
m− 1

2
⇒ m = 2p+ 1.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

k = 7p+ 3, a = 210p+ 90.

Òåïåðü îñòàëîñü íàéòè òàêèå a, ïðè êîòîðûõ 3
a+1
7 = 330p+13 > 10101. Íàì

ïîäîéäóò, íàïðèìåð a = 1560 (p = 7) è a = 1770 (p = 8).
Îòâåò: (3780; 3520; 3312; 3223); (3885; 3590; 3354; 3253).
Ïðèìå÷àíèå: Òåðìèí ¾ãóãîë¿ íå èìååò ñåðü¼çíîãî òåîðåòè÷åñêîãî è ïðàê-
òè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ. Àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê Ýäâàðä Êàçíåð, ïðåäëîæèâøèé
åãî, õîòåë ïðîèëëþñòðèðîâàòü ðàçíèöó ìåæäó íåâîîáðàçèìî áîëüøèì ÷èñëîì
è áåñêîíå÷íîñòüþ, è ñ ýòîé öåëüþ òåðìèí èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ ïðè îáó÷åíèè
ìàòåìàòèêå.
Ãóãîë áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî àòîìîâ â èçâåñòíîé íàì ÷àñòè Âñåëåííîé, êîòî-
ðûõ, ïî ðàçíûì îöåíêàì, íàñ÷èòûâàåòñÿ îò 1079 äî 1081.
Íàçâàíèå êîìïàíèè Google ÿâëÿåòñÿ èñêàæ¼ííûì íàïèñàíèåì ñëîâà ¾ãóãîë¿
(àíãë. googol).

▷ 3. Îïðåäåëèòü âñå òðîéêè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (x, y, z), êîòîðûå óäîâëå-
òâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé : 2x+ x2y = y, 2y + y2z = z, 2z + z2x = x.

Ðåøåíèå: Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó ê ñëåäóþùåìó âèäó:
y = 2x

1−x2

z = 2y
1−y2

x = 2z
1−z2

Ïóñòü x = tgα, òîãäà ïî ôîðìóëà òàíãåíñà äâîéíîãî óãëà y = 2tgα
1−tg2α = tg2α;

àíàëîãè÷íî z = tg4α è x = tg8α.
y = tg2α

z = tg4α

x = tg8α

Ïîëó÷àåì

tg8α = tgα ⇒ sin8α

cos8α
− sinα

cosα
=

sin8α · cosα− cos8α · sinα
cos8α · cosα

=
sin7α

cos8α · cosα
= 0

sin7α = 0 ⇒ α =
πn

7
, n ∈ Z.



Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè òàíãåíñà íàéäåòñÿ íå áîëåå 7 ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé èñ-
õîäíîé ñèñòåìû. Îïðåäåëèì èõ, ââåäÿ äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèÿ a = tg π

7 ,
b = tg 2π

7 , c = tg 3π
7 (çäåñü a, b, c > 0, ïîñêîëüêó âñå òðè óãëà ëåæàò â ïåðâîé

÷åòâåðòè).

n = 0 ⇒ x = tg0, y = tg0, z = tg0 ⇒ (0; 0; 0)

n = 1 ⇒ x = tg
π

7︸︷︷︸
a

, y = tg
2π

7︸ ︷︷ ︸
b

, z = tg
4π

7︸ ︷︷ ︸
−c

,⇒ (a; b;−c)

n = 2 ⇒ x = tg
2π

7︸ ︷︷ ︸
b

, y = tg
4π

7︸ ︷︷ ︸
−c

, z = tg
8π

7︸ ︷︷ ︸
a

,⇒ (b;−c; a)

n = 3 ⇒ x = tg
3π

7︸ ︷︷ ︸
c

, y = tg
6π

7︸ ︷︷ ︸
−a

, z = tg
12π

7︸ ︷︷ ︸
−b

,⇒ (c;−a;−b)

n = 4 ⇒ x = tg
4π

7︸ ︷︷ ︸
−c

, y = tg
8π

7︸ ︷︷ ︸
a

, z = tg
16π

7︸ ︷︷ ︸
b

,⇒ (−c; a; b)

n = 5 ⇒ x = tg
5π

7︸ ︷︷ ︸
−b

, y = tg
10π

7︸ ︷︷ ︸
c

, z = tg
20π

7︸ ︷︷ ︸
−a

,⇒ (−b; c;−a)

n = 6 ⇒ x = tg
6π

7︸ ︷︷ ︸
−a

, y = tg
12π

7︸ ︷︷ ︸
−b

, z = tg
24π

7︸ ︷︷ ︸
c

,⇒ (−a;−b; c)

n = 7 ⇒ x = tg
7π

7︸ ︷︷ ︸
0

, y = tg
14π

7︸ ︷︷ ︸
0

, z = tg
28π

7︸ ︷︷ ︸
0

,⇒ (0; 0; 0)

Îòâåò: (0; 0; 0), (tg π
7 ; tg

2π
7 ;−tg 3π

7 ), (tg 2π
7 ;−tg 3π

7 ; tg π
7 ), (tg

3π
7 ;−tg π

7 ;−tg 2π
7 ),

(−tg 3π
7 ; tg π

7 ; tg
2π
7 ), (−tg 2π

7 ; tg 3π
7 ;−tg π

7 ), (−tg π
7 ;−tg 2π

7 ; tg 3π
7 ).

▷ 4. Ðîáîò âñå ÷èñëà èç ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {111, 112, 113, ..., 997,
998, 999} ñëó÷àéíûì îáðàçîì çàïèñûâàåò â âèäå ìíîãîçíà÷íîãî ÷èñëà. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàïèñàííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 37?

Ðåøåíèå: Ïóñòü äàííûå òð¼õçíà÷íûå ÷èñëà (èõ âñåãî 899) çàíóìåðîâàíû â
òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè ñòîÿò â ïîëó÷åííîì ìíîãîçíà÷íîì ÷èñëå. Òîãäà
åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

a889 + a888 · 103 + a887 · 106 + · · ·+ a3 · 102658 + a2 · 102661 + a1 · 102664 =

= (a1+a2+. . .+a889)+a1(10
2664−1)+a2(10

2661−1)+· · ·+a887(10
6−1)+a888(10

3−1).

Íî

a1 + a2 + . . .+ a889 = 111 + 112 + . . .+ 999 =
111 + 999

2
· 889

äåëèòñÿ íà 37, òàê êàê 111 è 999 äåëÿòñÿ íà 37. Êðîìå òîãî, ïðè ëþáîì k ÷èñëî
103k − 1 äåëèòñÿ íà 103 − 1 = 999, ò.å. òàêæå äåëèòñÿ íà 37.
Îòâåò: Âåðîÿòíîñòü ðàâíà 1.

▷ 5. Íà ïëîñêîñòè äàíû 22 êàêèì-òî îáðàçîì ðàñïîëîæåííûå ðàçëè÷íûå
ïðÿìûå. Ïóñòü t � ÷èñëî âñåõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ, b � ÷èñëî ÷àñòåé,
íà êîòîðûå ïðÿìûå äåëÿòñÿ òî÷êàìè èõ ïåðåñå÷åíèÿ, à p � ÷èñëî ÷àñòåé, íà
êîòîðûå ïëîñêîñòü äåëèòñÿ äàííûìè ïðÿìûìè. Ïóñòü A = t − b + p. Êàêîå
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå A?

Ðåøåíèå: Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïðÿìûõ íà
ïëîñêîñòè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

t− b+ p = 1. (1)

Áàçà èíäóêöèè. Åñëè íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíà îäíà ïðÿìàÿ, òî t = 0,
b = 1, p = 2 è ðàâåíñòâî (1) èñòèííî.

Øàã èíäóêöèè. Äîïóñòèì, ðàâåíñòâî (1) âåðíî äëÿ n ïðîèçâîëüíî ðàñïîëî-
æåííûõ íà ïëîñêîñòè ïðÿìûõ.
Ïðîâåäåì íà ïëîñêîñòè n+1 ïðÿìóþ è âûäåëèì èç ýòèõ ïðÿìûõ ëþáûå n; îáî-
çíà÷èì âûäåëåííûå ïðÿìûå L1, L2, . . . , Ln. Ïóñòü (n + 1)-àÿ ïðÿìàÿ, êîòîðóþ
ìû îçíà÷èì ÷åðåç Ln+1, èìååò k îáùèõ òî÷åê ñ âûäåëåííîé ñîâîêóïíîñòüþ
L1, L2, . . . , Ln, è ïðè ýòîì m èç íèõ ñîâïàäàþò ñ óæå èìåþùèìèñÿ òî÷êàìè
ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ñîâîêóïíîñòè (0 ⩽ m ⩽ k).

Äëÿ L1, L2, ..., Ln èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (1). Ïîñëå äîáàâëåíèÿ ê ýòîé ñî-
âîêóïíîñòè ïðÿìîé Ln+1 ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ n + 1 ïðÿìûõ áóäåò
ðàâíî

t1 = t+ (k −m),

÷èñëî ÷àñòåé, íà êîòîðûå ïðÿìûå äåëÿòñÿ òî÷êàìè èõ ïåðåñå÷åíèÿ, áóäåò ðàâíî

b1 = b+ k + 1 + (k −m) = b+ 2k −m+ 1,

ò.ê. ïðÿìàÿ Ln+1 äåëèòñÿ íà k+1 ÷àñòü, è íà òåõ ïðÿìûõ, ãäå ïîÿâèëèñü íîâûå
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, ïîÿâëÿåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïî îäíîé íîâîé ÷àñòè.
×èñëî ÷àñòåé, íà êîòîðûå ïëîñêîñòü äåëèòñÿ âñåìè ïðÿìûìè, áóäåò ðàâíî

p1 = p+ k + 1,

ò.ê. êàæäàÿ èç k + 1 ÷àñòåé ïðÿìîé Ln+1 ðàçáèâàåò îäíó èç óæå èìåþùèõñÿ
ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ïåðâûõ n ïðÿìûõ ÷àñòåé ïëîñêîñòè íà äâå íîâûå ÷àñòè.



Èìååì:

t1 − b1 + p1 = t+ k −m− (b+ 2k −m+ 1) + p+ k + 1 = t− b+ p = 1,

ò.å. ðàâåíñòâî (1) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ n+ 1 ïðÿìîé, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Îòâåò: A = 1.
Ïðèìå÷àíèå: Ñõîäñòâî ïîëó÷åííîé ôîðìóëû ñ ôîðìóëîé Ýéëåðà äëÿ ãðàôîâ
(Â � Ð + Ã = 2, ãäå Â � êîëè÷åñòâî âåðøèí, Ð � êîëè÷åñòâî ð¼áåð, à Ã � êî-
ëè÷åñòâî ãðàíåé) íå ñëó÷àéíî: åñëè ïðåäñòàâèòü, ÷òî âñå ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè
ïåðåñåêàþòñÿ â áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êå è äîáàâèòü å¼ ê óæå èìåþùèìñÿ
òî÷êàì ïåðåñå÷åíèÿ, ïîëó÷èòñÿ èìåííî îíà.

▷ 6. Ïóñòü [x] � öåëàÿ ÷àñòü x. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå n, ïðè

êîòîðîì ÷èñëî íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
[

x
n+1

]
=

[
x
n

]
áóäåò áîëüøå

l = 200 · · · 0︸ ︷︷ ︸
49

3 00 · · · 0︸ ︷︷ ︸
50

.

Ðåøåíèå: Î÷åâèäíî, ÷òî x
n+1 < x

n ∀x > 0. ×òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî[
x

n+1

]
=

[
x
n

]
, íåîáõîäèìî, ÷òîáû îáå äðîáè ïðèíàäëåæàëè îäíîìó ïîëóèíòåð-

âàëó [k; k + 1) :

k ⩽
x

n+ 1
<

x

n
< k + 1.

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ çíà÷åíèé x:

kn+ k ⩽ x < kn+ n,

îòêóäà ñëåäóåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî k < n, è âî-âòîðûõ, ÷òî êîëè÷åñòâî íàòóðàëü-
íûõ ðåøåíèé ýòîãî íåðàâåíñòâà ðàâíî n − k. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ñëó÷àé
k = 0, ïðè êîòîðîì ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà òàêæå áóäåò ñòðîãîé è êîëè÷åñòâî
ðåøåíèé áóäåò ðàâíî n− 1, à íå n.
Íàéäåì îáùåå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:

N = 1 + 2 + 3 + ...+ (n− 2) + (n− 1) + n− 1 =
(1 + n)n

2
− 1 =

n2 + n− 2

2
.

Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî

n2 + n− 2

2
> 2 00 · · · 0︸ ︷︷ ︸

49

3 00 · · · 0︸ ︷︷ ︸
50

= 2 · 10100 + 3 · 1050.

n2 + n− 2 > 4 · 10100 + 6 · 1050

n2 + n− 4 · 10100 − 6 · 1050 − 2 > 0

D = 1 + 16 · 10100 + 24 · 1050 + 8 = (4 · 1050 + 3)2

Ðåøàÿ íåðàâåíñòâî ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî n ∈ N, ïîëó÷àåì

n >
−1 + 4 · 1050 + 3

2
= 2 · 1050 + 1 = 2 00 · · · 0︸ ︷︷ ︸

49

1

Îòâåò: n = 200 · · · 0︸ ︷︷ ︸
49

2.

▷ 7. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì íàòóðàëüíîì m ÷èñëî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå
[0;πm] ðåøåíèé y(x) óðàâíåíèÿ 2y2 + sin 2x = 2

√
2y cos(x − π

4 ) áóäåò áîëüøå
2022?

Ðåøåíèå: Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå:

2y2 − 2
√
2y(

√
2

2
cosx+

√
2

2
sinx) + 2 sinx cosx = 0

y2 − y(cosx+ sinx) + sinx cosx = 0,

îòêóäà ïî òåîðåìå Âèåòà ïîëó÷àåì y = sinx, y = cosx.
Çàìåòèì, ÷òî ýòî � íå åäèíñòâåííûå ðåøåíèÿ íàøåãî óðàâíåíèÿ. Íà ñàìîì

äåëå, ëþáàÿ êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ íà íåêîòîðîé ÷à-
ñòè âåùåñòâåííîé ïðÿìîé çíà÷åíèÿ sinx, à â îñòàëüíûõ òî÷êàõ � cosx, òàêæå
áóäåò åìó óäîâëåòâîðÿòü. Åñëè äîáàâèòü óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè, òî �ñìåíà�
çíà÷åíèé ìîæåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ äâóõ ôóíêöèé:

Äëÿ ïîäñ÷¼òà êîëè÷åñòâà íåïðåðûâíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ðàçîáü¼ì îòðåçîê
[0;πm] íà ÷àñòè òî÷êàìè x = π

4 +πk, k = 0, 1, ...,m−1. Ëþáàÿ ïîäõîäÿùàÿ íàì
ôóíêöèÿ íà êàæäîì èç ïîëó÷åííûõ m îòðåçêîâ ìîæåò áûòü ðàâíà sinx èëè
cosx, à çíà÷èò, âñåãî ñóùåñòâóåò 2m òàêèõ ôóíêöèé.
Ïî óñëîâèþ 2m > 2022, ò.å. íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå m = 11.
Îòâåò: 11.

▷ 8. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé äðîáè 2022a
l , ãäå a � äëèíà

îñíîâàíèÿ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, à l � äëèíà áèññåêòðèñû, ïðîâåä¼í-
íîé ê áîêîâîé ñòîðîíå. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò ïåðåñå÷åíèå M ∩N, ãäå N
� ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë?

Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñ îñíîâàíèåì a; îáîçíà-
÷èì óãîë ïðè îñíîâàíèè ÷åðåç 2α :



Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ
l

sin 2α
=

a

sin(π − 3α)
.

a

l
=

sin 3α

sin 2α
=

sin 2α · cosα+ cos 2α · sinα
sin 2α

= cosα+
2 cos2 α− 1

2 cosα
= 2 cosα− 1

2 cosα

Îöåíèì, â êàêèõ ïðåäåëàõ ëåæàò çíà÷åíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ:

0 < α <
π

4
⇒

√
2

2
< cosα < 1

√
2 < 2 cosα < 2, −

√
2

2
< − 1

2 cosα
< −1

2

√
2

2
< 2 cosα− 1

2 cosα
<

3

2
.

Äîìíîæèì âñå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà íà 2022:

1011
√
2 < 2022

a

l
< 3033,

ò.å. ìíîæåñòâî M ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåðâàë
(
1001

√
2; 3033

)
.

Â çàäà÷å òðåáóåòñÿ íàéòè êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ýòî-
ìó ìíîæåñòâó. Ïîñêîëüêó 1429 < 1011

√
2 < 1430, ïîëó÷àåì

M ∩ N = {1430, 1431, . . . , 3032},

è êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ ðàâíî 3032− 1430 + 1 = 1603.
Îòâåò: 1603.

▷ 9. Áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü ñ öåëîé ÷àñòüþ, ðàâíîé 0, ñòðîèòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïåðâûå äâå öèôðû � a è b, à êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ öèôðà

ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíåé öèôðîé ñóììû äâóõ ïðåäûäóùèõ. Ðîáîò ñëó÷àéíûì îá-
ðàçîì âûáèðàåò ïàðó öèôð (a, b). Êàêîâà âåðîÿòíîñòü âñòðå÷è â çàïèñè ýòîé
äðîáè êîìáèíàöèè à) 2021; á) 2022 ?

Ðåøåíèå: Ïðîàíàëèçèðóåì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ýòîé äðîáè. Äîïóñòèì, â êàêîé-
òî ìîìåíò äâå ïîñëåäîâàòåëüíûå öèôðû â íåé îêàçàëèñü ðàâíû 2 è 0. Òîãäà âñå
ïîñëåäóþùèå, ÿâëÿÿñü ïîñëåäíèìè öèôðàìè ñóììû ïðåäûäóùèõ, òàêæå îáÿçà-
òåëüíî áóäóò ÷¼òíûìè, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî 2021 íèêîãäà íå âñòðåòèòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü â ïóíêòå à) ðàâíà íóëþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè
2 è 0 äåéñòâèòåëüíî âñòðåòèëèñü ðÿäîì, òî ñëåäóþùèå öèôðû áóäóò ðàâíû 2,
2 è íèêàêèõ ïðîòèâîðå÷èé íå âîçíèêàåò.

Îïðåäåëèì, äëÿ êàêèõ èñõîäíûõ çíà÷åíèé a è b âîçìîæíî ïîÿâëåíèå ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ öèôð 2 è 0. Çàìåòèì, ÷òî ïî ëþáûì äâóì ïîñëåäîâàòåëüíûì öèô-
ðàì äðîáè ïðåäûäóùàÿ öèôðà âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî (íà ñàìîì äåëå,
åñëè ÷àñòü äðîáè èìååò âèä ...xcd..., òî ëèáî x+ c = d, ëèáî x+ c = 10+ d, ïðè-
÷åì îäíîâðåìåííî ýòè ðàâåíñòâà âûïîëíÿòüñÿ íå ìîãóò, ïîñêîëüêó 0 ⩽ x ⩽ 9.)
Èíàê, íà÷àâ ñ öèôð 2 è 0, áóäåì îïðåäåëÿòü ïðåäûäóùèå äî òåõ ïîð, ïîêà âåð-
í¼ìñÿ ê èñõîäíûì öèôðàì (à ýòî îáÿçàòåëüíî ïðîèçîéäåò â ñèëó êîíå÷íîñòè
íàáîðà öèôðîâûõ êîìáèíàöèé). Â èòîãå ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ïîâòîðÿþùèéñÿ
�êóñîê�:

...202246066280886404482022...

Åñëè a è b ðàâíû ëþáûì äâóì ïîñëåäîâàòåëüíûì öèôðàì ýòîãî ðÿäà, òî â
çàïèñè äðîáè âñòðåòèòñÿ ÷èñëî 2022; äëÿ äðóãèõ êîìáèíàöèé öèôð ïîÿâëåíèå
2022 íåâîçìîæíî.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ýòîãî ñîáûòèÿ òðåáóåòñÿ êîëè-
÷åñòâî �áëàãîïðèÿòíûõ� íàáîðîâ (20, 02, 22, 24, 46, 60, 06, 66, 62, 28, 80, 08,
88, 86, 64, 40, 04, 44, 48, 82) ðàçäåëèòü íà âñå âîçìîæíûå êîìáèíàöèè èç äâóõ
öèôð, ò.å.

P =
20

100
= 0, 2.

Îòâåò: à) 0; á) 0, 2.

▷ 10. Â ïðàâèëüíîé 2022-óãîëüíîé ïèðàìèäå äâóãðàííûé óãîë ïðè ðåáðå
îñíîâàíèÿ ðàâåí α, à óãîë íàêëîíà áîêîâîãî ðåáðà ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ðàâåí
γ. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçíîñòü: cos 2γ − cos 2α?

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì èñõîäíóþ ïèðàìèäó SA1A2 . . . A2022, è ðàññìîòðèì òðå-
óãîëüíóþ ïèðàìèäó SOA1A2, â êîòîðîé SO � âûñîòà èñõîäíîé ïèðàìèäû.
Åñëè B � ñåðåäèíà ñòîðîíû A1A2, òî ∠SBO = α, ∠SA1O = γ. Ïîñêîëüêó
ðå÷ü èä¼ò î ñîîòíîøåíèè óãëîâ, ìû ìîæåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü,
÷òî OA1 = 1. Îáîçíà÷èì äëÿ óäîáñòâà SO = h, ∠A1OB = π

2022 = φ, òîãäà
A1B = sinφ, OB = cosφ.



Âûðàæåíèå, çíà÷åíèå êîòîðîãî íåîáõîäèìî îöåíèòü, ïðåäñòàâèì â âèäå:

cos 2γ − cos 2α = 1− 2 sin2 γ − 1 + 2 sin2 α = 2(sin2 α− sin2 γ).

Èç òðåóãîëüíèêà SOB :

tgα =
SO

OB
=

h

cosφ
⇒ sin2 α =

tg2α

1 + tg2α
=

h2

h2 + cos2 φ
.

Àíàëîãè÷íî, èç òðåóãîëüíèêà SOA1 :

sin2 γ =
h2

h2 + 1

Òîãäà

sin2 α− sin2 γ =
h2

h2 + cos2 φ
− h2

h2 + 1
=

h2 sin2 φ

(h2 + cos2 φ)(h2 + 1)
.

Ââåä¼ì ôóíêöèþ f(t), t = h2, è èññëåäóåì å¼ íà ýêñòðåìóì:

f(t) =
t sin2 φ

(t+ cos2 φ)(t+ 1)
,

f ′(t) =
sin2 φ

(
t2 + (1 + cos2 φ)t+ cos2φ

)
− t sin2 φ

(
2t+ 1 + cos2 φ

)
(t+ cos2 φ)2(t+ 1)2

=

=
sin2 φ

(
cos2 φ− t2

)
(t+ cos2 φ)2(t+ 1)2

= 0.

Ïîñêîëüêó cosφ è sinφ � èçâåñòíûå íàì êîíñòàíòû, ýòî óðàâíåíèå íåòðóäíî
ðåøèòü îòíîñèòåëüíî t è îïðåäåëèòü, ÷òî â òî÷êå t = cosφ ôóíêöèÿ äîñòèãàåò
ìàêñèìóìà. Íàéä¼ì åãî:

f(cosφ) =
cosφ sin2 φ

(cosφ+ cos2 φ)(cosφ+ 1)
=

sin2 φ

(cosφ+ 1)2
=

4 sin2 φ
2 cos2 φ

2

(2 cos2 φ
2 − 1 + 1)2

= tg2
φ

2

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîìó âûðàæåíèþ, ïîëó÷àåì:

max(sin2 α− sin2 γ) = tg2
π

4044

max(cos 2γ − cos 2α) = 2max(sin2 α− sin2 γ) = 2tg2
π

4044
.

Îòâåò: 2tg2 π
4044


